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Zur Untersuchung der Struktur von Proteinmolekilen und
Viren wird die Roéntgen-Kleinwinkelstreunng von verdiinnten
Lésungen gemessen. Die Registrierung der Streukurve erfolgt an
diskreten MeBpunkten b; == 2 3~1 - sin §;. Mit Hilfe des Sampling-
Theorems wird gezeigt, dafi der vollstindige Verlauf der Streu-
kurve aus diskreten MeBwerten rekonstruiert werden kann, wenn
der Abstand zwischen den MeBpunkten kleiner als A b = (2L)1
ist; L ist der Abstand der beiden voneinander entferntesten
Atome in den untersuchten Molekiilen oder Molekiilaggregaten.

For the study of the structure of protein molecules and
viruses the small angle X.ray seattering curves of dilute solutions
are recorded on discret measuring points b; = 2 sin §;/A. With
help of the Sampling Theorem it is shown that the scattering
curve is completely determined by the discrebe sarnpling points, if
the interval between these points A b = (2L)~1. L is the largest
distance between two atoms of a single molecule or molecule
agglomerate.

Problemstellung

Die Untersuchung der Rontgen-Kleinwinkelstreuung (RKW.S) ist eine
vielseitige Methode, um die Struktur von Biopolymeren in Losung zu
ermitteln. Die weitestgehenden Aussagen iiber die Struktur von Molekiilen
und Molekiilaggregaten werden bei der Untersuchung von verdiinnten
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monodispersen Losungen, z. B. von Proteinmolekiilen und Viren, erhalten
(s.z.B. 1 2).

Die Messung der RK WS erfolgt mit speziellen Kameras, bei denen ein
strichférmiger Primérstrahl durch geometrische Strahlbegrenzungens-*,
durch Kristallkollimatoren? 1 oder durch totalreflektierende Optiken12-14
ausgeblendet wird. Auf Grund der meist geringen Impulsraten wird die
Streukurve punktweise als Funktion des Streuwinkels 23 registriert. Es
ist zweckmifig, als Koordinate in der Registrierebene den Betrag des
reziproken Gittervektors b = 2 A-1 - sin & zu verwenden; A ist die Wellen-
linge der benutzten Réntgenstrahlung. Eine umfangreiche zusammen-
fassende Darstellung {iber experimentelle Fragen der EK WS hat Kratky'®
gegeben.

Die RKWS ist eine empfindliche Methode fiir den Nachweis von
Strukturinderungen durch Variation der Losungsbedingungen oder nach
chemischen Reaktionen?® 18, Dieser Aussagekraft stehen als Nachteil die
langen Registrierzeiten in der GroBenordnung von 1 Stde. bis 20 Stdn.
gegeniiber, die die fiir solche Untersuchungen erforderlichen MeBreihen
oft zu aufwendig erscheinen lassen.
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Zur Behebung dieses Nachteils sind in letzter Zeit von verschiedener
Seite 1722 automatische REK W-Diffraktometer beschrieben worden. Diese
Automaten sind u. a. dadurch gekennzeichnet, dal vor der Messung auf
mechanischem oder auf elektronischem Wege alle Melpunkte by, bg, . . .
bi, . . . by gespeichert werden und nach Beginn der Messung automatisch
die Impulsraten an diesen vorgewidhlten Punkten gemessen werden,

Der Programmierer muB die MeBpunkte b; und ihren Abstand A b vor
der Messung optimal festlegen. Ein zu geringer Abstand bedingt eine
unndtig lange MeBzeit und ein zu groBer Abstand fithrt zu Informations-
verlusten iiber die streuenden Objekte. Es gibt verschiedene Lésungen
dieses Optimierungsproblems, die sich dadurch unterscheiden, dafl der
Experimentator unterschiedliche Information iiber die zu untersuchende
Probe erhalten hat, bevor die Messung der REKWS erfolgt. Drei Losungen
fiir drei praktisch wichtige Grenzfille sollen in dieser Arbeit und in zwei
folgenden mitgeteilt werden.

Der Probensatz

Von Kotelnikow? und von Skannon?* wurde gezeigt, dafBl zur Re-
konstruktion des Verlaufs einer beliebigen Funktion f (f), die zur Klasse
der Funktionen mit einer endlichen oberen Grenzfrequenz M gehort, die
Kenntnis der Funktionswerte an den Probenpunkten im Abstand (23)-1
ausreicht. Dieser Satz wird in der Literatur zur Informationstheorie
(s. z. B.%) als Satz von Kotelnikow, Sampling-Theorem oder Probensatz
bezeichnet.

Die Signalfunktion S (b), die man bei der Untersuchung der Réntgen-
Kleinwinkelstreuung einer isotropen Probe erhilt, ist durch die Integral-
gleichungen 2
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-+

S (b) = G4 (b) [G2 (b) * f dtP(t)I(VbﬂF?S] + N (b) (1)
=
I(b)=2éb—1fdx 2 C(x)sin 2mha (2)

gegeben. G, Gz und P sind charakteristische Funktionen der MeBappara-
tur und N ist eine stochastische Funktion, die den Einflufl der MeBfehler
beschreibt?. 28, C (z) ist die ortsabhingige Korrelationsfunktion der
untersuchten Probe 2.

S (b) ist meist eine symmetrische Funktion; dann ist

o>

s(x):Z/.dbS(b) cos 2mhe (3)
0

das Spektrum der Signalfunktion.

Wenn vor der Messung bekannt ist, daBl s (x) nur fir Werte x < X
merklich von Null verschieden ist, lautet nach dem Probensatz die Losung
obigen Problems:

Fiir den Abstand der MeBpunkte A b mull die Beziehung
Ab < (2X)1 (4)

erfilllt sein, damit aus den MeBwerten der Verlauf der Funktion S (b)
rekonstruiert werden kann. Der Verlauf von S (b) ist durch die Formel
b=+ .
E\sin(2nXb—km)
®(B) —
¥ ()= L S( ) 2nXb—k=w

k=—w

(5)

2X

gegeben.

Das Spektrum der Signalfunktion

Um das Spektrum der Signalfunktion zu berechnen, werden folgende
Néherungen '

Gy (b) = ¢1, P (8) = cg und cic2 = ¢, (6)

die bei vielen Untersuchungen der RKWS erfiillt sind, und die Abkiirzung
+oo

T @) = ] At I (J8® + ) (7)
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eingefithrt. Gl. (1) lautet dann
8(b) =[G, (5)+ T (8)] + N (). (1a)

Das Spektrum der Signalfunktion erhélt man durch die Fourier-Cosinus-
transformation (3)

s(@) =cg(®) - C (2) + n(a). (8)

Die Funktion C (x) hingt mit der Korrelationsfunktion C (z) durch fol-
gende Beziehung zusammen

+ o
C (2) :fdu O()fa? + ). 9)

Diese Integralgleichung entspricht derjenigen, die die Spalthohenver-
schmierung der Streukurve beschreibt. Betrachtet man C (z) als drei-
dimensionale, radialsymmetrische Dichtefunktion im Raum, wird durch
Gl. (9) die Projektion dieser Funktion auf eine beliebige durch den Ko-
ordinatenursprung gehende Ebene beschrieben. Falls

C{x) =0firz > X, (10}

1st auch

o~

Clx) = 0firz > X. (11)

Der Probenpunktabstand bei der Registrierung der Streukurve ist also
durch den Bereich bestimmt, in welchem die Korrelationsfunktion der
untersuchten Substanz von Null verschieden ist.

Der grofite Atomabstand

Bei der Untersuchung von verdiinnten Lésungen von Viren und
nativen Proteinmolekiilen kann man vor der Messung der REKWS mit
Hilfe anderer Untersuchungsverfahren (Ultrazentrifuge, Elektrophorese
u. a.) nachweisen, daf die Losung monodispers ist. Liegt ferner eine echte
verdiinnte Lésung mit vernachlissigbaren intermolekularen Kréften vor,
d. h. mit einer rein zufélligen Verteilung der gegenseitigen Abstéinde und
gegenseitigen Orientierungen, gilt fiir die Korrelationsfunktion der unter-
suchten Probe Cp (x)

Cp () = Cy (), (12)

Co () ist die Korrelationsfunktion eines geldsten Objektes.
Diese Funktion ist identisch Null fiir alle Werte von z, fiir die z > I
ist. L ist der Abstand zwischen den beiden Atomen des untersuchten
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Objektes, die am weitesten voneinander entfernt sind. Fiir den MeSpunkt-
abstand, der bei der Registrierung nicht iiberschritten werden darf, gilt

1

Ab == 37 - (13)
Den gréBten Durchmesser der zu untersuchenden Viren oder Protein-
molekiile kann man aus vorangegangenen RKW-Diagrammen berech-
nen2-31, Falls solche Untersuchungen nicht vorliegen, kann man den
groBten Durchmesser aus elektronenmikroskopischen Bildern oder aus
kristallographischen Untersuchungen abschétzen. Falls z. B. keine Griinde
fiir die Annahme vorliegen, dafl wesentliche Strukturinderungen beim
Ubergang Kristall—Lésung auftreten, mufl der gréfte Durchmesser der
Objekte kleiner sein, als der gréfite Durchmesser der Elementarzelle des
Kristalls, Auch aus anderen Untersuchungsdaten sind derartige Ab-
schiitzungen moglich. Es geniigt ja, eine obere Schranke fiir den groBiten
Durchmesser zu kennen, um den MeBpunktabstand so zu wihlen, daf
keine Information verlorengeht. Wenn in der untersuchten Losung die
Mboglichkeit der Bildung von Dimeren besteht, ist matiirlich fiir den

Probenpunktabstand A b = (4L)1 zu wihlen usw.
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