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Zur Untersuchung der Struktur  yon :ProteirLmoIekfi]en uAd 
Viren wird die R6ntgen-Kleinwinkelstreuung yon verdiinnten 
L6sungen gemessen. Die ~egistrierung der Streukurve erfolgt an 
dislcreten Mel3punkten bi ~ 2 X -I  �9 sin ~i. Mit I-tilfe des Sampling- 
Theorems wird gezeigt, dab der vollstgndige Verlauf der Streu- 
kurve aus dis -ta'eten MeBwerten rekonstruiert werdeu kann, wenn 
der Abstand zwisehen den lV[egpunkten kleiner als A b = (2L) -1 
ist; L ist der Abstand der beiden voneinander entferntesten 
Atome in den untersuehten Molekfilen oder Molektilaggregatcn. 

For the study of the structure of protein molecules and 
viruses the small angle X-ray scattering curves of dilute solutions 
are recorded on discret measuring points bi = 2 sin %~/X. With 
help of the Sampling Theorem it is shown that  the scattering 
curve is completely determined by the discrete sampling points, if 
the interval between these points A b = (2L)-1. L is the largest 
distance between two atoms of a single molecule or molecule 
agglomerate. 

P r o b ] e m s t e l l u n g  

Die Unte r suehung  der g6n tgen-Kle inwinke ls~reuung  (RK WS) ist eine 
vielseitige Methode, um die S t ruk tu r  yon Biopolymeren  in  L6sung zu 
ermit te ln .  Die weitestgehenden Aussagen fiber die S t ruk tu r  yon Molektilen 
n n d  Molekfilaggregaten werden bei der Un te r suehung  yon  ve rd i inn ten  
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monodispersen L6sungen, z. B. yon Proteinmolekiilen und Viren, erhalten 
(s. z.  B.  1, 2). 

Die ~essung der R K W S  erfolgt mit  speziellen Kameras,  bei denen ein 
strichf6rmiger Primiirstrahl durch geometrische Struhlbegrenzungen S ~, 
durch Kristallkollimatoren 7-11 oder dutch totulreflektierende Optikert 12-14 
ausgeblendet wird. Auf Grund der meist geringen Impulsra ten wird die 
Streukurve punktweise als Funktion des Streuwinkels 2 l~ registriert. Es 
ist zweckm/~Big, als Koordinate in der Registrierebene den Betrag des 
reziproken Gittervektors b =- 2 ~-1.  sin l~ zu verwenden; k ist die Wellen- 
1/~nge der benutzten tl,6ntgenstrahlung. Eine umfaugreiche zusammen- 
fassende Darstellung fiber experimen~elle Fragen der R K W S  hat  Kratlcy 15 

gegeben. 

Die R K W S  ist eine empfindliche Methode ffir den Nachweis yon 
Struktur/inderungen durch Variation der LSsungsbedingungen oder nach 
chemischen l~eaktionen a, 16. Dieser Auss~gekraft stehen als Nachteil die 
langen l~egistrierzeiten ill der GrSl~enordnung yon 1 Stde. bis 20 Stdn. 
gegeniiber, die die fiir solche Untersuchungen erforderlichen ~eBreihen 
oft zu aufwendig erscheinen lassen. 
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Zur Behebung dieses Nachteits sind in letzter Zeit voa  verschiedener 
Seite 17-2~ automatische R K W - D i f f r a k t o m e t e r  beschrieben wordea. Diese 
Automaten sind u. ~. dadureh gekennzeiehnet, dal] vor der ~essung auf 
mechanischem oder auf elektronischem Wege alle ~el~punkte bi,  b2 . . . .  

b, . . . .  bn gespeichert werden und nuch [Beginn der Messung automatiseh 
die Impulsr~ten an diesen vorgewghlten Punkten gemessen werden. 

Der Programmierer mul~ die MeBpunk~e bl mid ihren Abstand A b vor 
der Messung optimal festlegen. Ein zu geringer Abstand bedingt eine 
unnStig lunge MeBzeit und ein zu grofter Abstand ffihrt zu Informations- 
verlusten iiber die streue~Iden 0bjekte.  Es gibt verschiedene L6sungen 
dieses 0ptimierungsproblems, die sieh dadureh unterscheidelL dab der 
Experimentator  un~erschiedliche [n{ormation fiber die zu uI~ersuche~de 
Probe erhaltei~ hut, bevor die Messung der R K W S  erfolg% Drei Lasungen 
fiir drei praktisch wichtige Grenzfglle sollen in dieser Arbeit und in zwei 
folgenden mitgeteilt werden. 

D e r  P r o b e n s a t z  

Von K o t e l n i k o w  2a und yon S h a n n o n  ~4 wurde gezeig~, d~f~ zur Re- 
konstruktion des u einer beliebigen Funktion f (t), die zur Klasse 
der Funktiollen mit eixler elldlichen oberen Grenzfrequenz M geh6rt, die 
Kenntnis  der Funktionswerte ~n den Probenpunkten im Abstand (2M) -1 
ausreicht. I)ieser Satz wird in der Literatur  zur Informationstheorie 
(s. z. B. 25) Ms Satz yon K o t e l n i k o w ,  Sampling-Theorem oder Probensatz 
bezeichnet. 

Die Signalfunktion S (b), die man bei der Untersuchung der R611tgen- 
Kleillwinkelstreuung ei~ler isotropen Probe erh/~lt, ist durch die Infegral- 
gleichungen 2G 
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- t - c~  

/ .  

I(b) = 2 S b - l l d x  xC(x) sin 2 ~ b x  (2) 
- - O 0  

gegeben. G1, G2 und P sind eharakteristisehe Funktionen der ~egappara- 
tur und N ist eine stoehastisehe Funktion, die den Einflu8 der MeBfehler 
beschreibt~% 2s. C (x) ist die ortsabhgngige Korrelationsfunktion der 
untersuehten Probe 2s. 

S (b) ist meist eine symmetrisehe Funktion; dann ist 

s ( x ) = 2 . / "  dr_ bS(b) c o s 2 ~ b x  (3) 
0 

das Spektrum der Signalfunktion. 
Wenn vor der 3~essung bekannt ist, dag s (x) nur fiir Werte x < X 

merklich yon Null versehieden ist, lautet nach dem Probensat.z die L6sung 
obigen Problems : 

Fiir den Abstand der Megpunkte A b mug die Beziehung 

A b ~< (2 x) -1 (4) 

erfiillt sein, damit aus den Megwerten der Verlauf der Funktion S (b) 
rekonstruiert werden kann. Der Verlauf yon S (b) ist dureh die Formel 

k=+~ ( 2 ~ ) s i n ( 2 ~ X b - - k r ~ )  S*(b )=  ~ S (5) 
k=--| 2 r : X b - - k ~  

gegeben. 

Das  S p e k t r u m  de r  S i g n a l f u n k t i o n  

Um das Spektrum der Signalfunktion zu bereehnen, werden folgende 
N/~herungen 

G1 (b) = cl, P (t) = c2 und clc2 ~- c,  (6) 

die bei vielen Untersuchungen der t I K W N  erfiillt sind, und die Abkfirzung 

~i" (b) = / a t  I ( l / ~ +  t 2) (7) 
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eingefiihrt. G1. (1) lautet dann 

S(b) = c [G~(b), I'(b)] + N(b). ( l a )  

Das Spektrum der Signalfunktion erh/~lt man durch die Fourier-Cosinus- 
transformation (3) 

s (x) = c g2 (x) �9 ~ (x) + n (x ) .  (s)  

Die Funktion C (x) h/ingt mit der Korrelationsfunktion C (x) dureh fol- 
gende Beziehung zusammen 

(x) = j a u  c(Vz~ + u~). (9) 
- - a 0  

Diese Integralgleiehung entsprieht derjenigen, die die SpalthShenver- 
sehmierung der Streukurve beschreibt. Betrachtet man C (x) Ms drei- 
dimensionale, radialsymmetrisehe Dichtefunktion im I~aum, wird durch 
G1. (9) die Pro]ektion dieser Funktion auf eine beliebige dureh den Ko- 
ordinatenursprung gehende Ebene besctn'ieben. Falls 

C (x) -- 0 ffir x > X, (10) 

ist aueh 

C (x) = 0 ~tir x > X .  ( H )  

Der Probenpunktabstand bei der I~egistrierung der Streukurve ist also 
dureh den :Bereich bestimmt, in welchem die Korretationsfunktion der 
untersuehten Substanz yon Null versehieden ist. 

Der  gr613te A t o m a b s t a n d  

Bei der Untersuehung yon verdiinaten L6sungen yon Viren und 
nativen Proteinmolekiilea kann man vor der Messung der R K W S  mit 
Hilfe anderer Untersuehungsverfahren (Ultrazentrifuge, Elektrophorese 
u. a.) naehweisen, dab die L6sung monodispers ist. Liegt ferner eine eehte 
verdiinnte L6sung mit vernaehl//ssigbaren intermolekularen Kr/if~en vor, 
d. h. mit einer rein zuf/illigen Verteilung der gegenseitigen Abstgnde und 
gegenseitigen Orientierungen, gilt Iiir die Korrelationsfunktion der unter- 
suehten Probe Cp (x) 

Ce (x) • Co (x), (12) 

Co (x) ist die KorreIa~ionsfunktion eines geI6sten Objektes. 
Diese Funktion ist identiseh Null ftir alle Werte yon x, ftir die x > L 

ist. L i s t  der Abstand zwisehen den beiden Atomen des untersuchten 

1 4 9 "  
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Objektes, die am weitesten voneinander entfernt sind. Fiir den Mel~punkt- 
abstand, der bei der Registrierung nicht iiberschritten werden darf, gilt 

1 
Ab = - - .  (13) 

2 L  

Den gr61~ten Durchmesser der zu untersuchenden Viren oder Protein- 
molekfile kann man aus vorangegangenen R K W - D i a g r a m m e n  berech- 
nen ~-~1. Fulls solche Un~ersuchungen nicht vorliegen, kann man den 
grSBten Durchmesser aus elektronenmikroskopischen Bildern oder aus 
kris~allographische~ Untersuchungen absch/itzen. Falls z. B. keine Griinde 
fiir die Annahme vorliegen, daf~ wesentliche Struktur/~nderungen beim 
(?bergang Kristall---LSsung auftreten, mu$ der grSBte Durchmesser der 
Objekte klemer sein, Ms tier grSf~te Durchmesser tier Elementarzelle des 
KristMls. Auch aus anderen Untersuchungsdaten sind derartige Ab- 
sch/~tzungen mSglich. Es geniigt ja, eine obere Schranke fiir den grSBten 
Durchmesser zu kennen, um den ~eBpunktabstand so zu w/~hlen, alas 
keine Information verlorengeht. Wenn in der untersuchten LSsung die 
MSglichkeit der Bildung yon Dimeren besteht, ist natiirlich fiir den 
Probenpunktabstaad A b = (4:L) -1 zu w~hlen usw. 
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